5. {X,,t >0} poisson sireci ve 0<t; <t,<--<t,<t<oo busirecin gelis
anlaridir. Her bir gelis ani p olasihgl ile saglaniyor veya 1 —p = q olasihg ile
saglaniyor. N, ile (0,t) araliginda yerlesen ve saglanan gelislerin sayisini gésterelim.
Bu durumda N, , Apt parametreli Poisson dagilimina sahiptir. Yani N’ nin Poisson
sureci olabilmesi igin,

a N, =0
b. N, B.AS.

c. N¢/'nin gelis anlar X, nin gelis anlaridir.

e_’lpt(/lpt)k
k!

P(N, =k) = , k=012,..

ispat. Toplam olasilik formiili,

P(A) = X2, P(A/H)P(H,) ,i #jicin P(H;nH;))=0, (AnH)Nn (AnH) =9,
P(N, =k) =Yp-k PN, = k/X, =n)P(X, = n) (1)

Sisteme n tane musteri geldiginde k tanesinin hizmet alma olasilig

P(N,=k/X,=n) n=kk+1,.. (2)
denemedeki gelis anina basari sonucu gibi bakallim, n tanesinden k tane basarili
sonucun gerceklesmesi olasiligi(2) olasiligini hesaplamak icin Bernoulli denemelerini
g0z 6nlne alalim. Her

PN, = k/X, =n)=(p*q" ™, n=kk+1,.. (3)
e—}{t At k
Por=m =" o012 )

(3) ve (4) esitliklerini (1) ‘de yerine yazilirsa

e_lpt(lpt)k

P(Nt:k): k' )

k=0,1,2,..

bulunur.

6. { X, t =0} A parametreli Poisson sureci olsun. t; < t, < --- ‘ler gelis anlaridir.
X, =n kosulu altinda (0,t) aralifinda tq,t,, .. , t, gelis anlarinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunu



n!
[y, x5, % [ Xe=m) = ey ; X, < xy << xp

ispat. n = 2 icin bu formiliin dogrulugunu gésterelim. Bunun icin asagidaki cizelgeyi
g0z 6nune alalim:

P(x1<t1<x1+h1,x2<t2<x2+h2/Xt=2)

/% =2 = fim, i

hz—)O

P{(x1<t1<x1+h1,x2<t2<x2+h2)ﬂ (Xt=2)}
m

i
2;’8 hih, P(X, = 2)

P{(X1<t1<xl+h1,x2<t2<x2+h2)ﬂ (Xt=2)}=P(A),

alindiginda,

P(A) — e—/lxle—/lhl/lhle—l(xz—xl_hl) e—lhz Ahze—l(t—xZ—hz)

e -t (lt)k

P(X,=2)=——

Bu olasiliklar f(xq,x,/X; = 2) de yerine yazilirsa

. P(A) 2!
o0 P(X,=2) &

Bp—0

X = 2) i P(4)
flrn22/X,e = 2) = lim —p
Bly—0
2!
= t_2 , X1 < Xy



X,=n kosulu altinda t;,t,, ..., t,,’ ‘lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

n!
fxy,xy,0,x, /X =n) = a0 X <Xy < <Xy

Not. Bu ayni zamanda n tane sira istatistigi olan t;,t,, ... , t,” lerin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonudur.

7. A parametreli Poisson siirecinde n.gelis ani nwve A parametreli gamma
dagilimina sahiptir. Yani t,,"in olasilik yogunluk fonksiyonu

_Apxnletr
fo,(0)==F"—, 5 4>0, x>0
Ispat. (t, < x) olayini gdz éniine alahim. Bunu asagidaki cizelge ile gdsterelim.

t, x

(t,<x) =XXx)=n)=>P(t,<x)=PX(x)=n)

F, (x) = P(X(x) 2n)

- —Ax()L )k
— Zk=n%
Bu esitligin her iki tarafinin tlrevini alirsak,
, =1
F,(x)="f (x)= i (ke (Ax)*~1 — e~ (Ax)*)

k=n

_ _x Coo (Ax)k-1 _ (Ax)k
= e Zk:"{(k—n! k! }

B A(lx)n—le—)lx
- (n=1)!

Odev. {X,, t >0} A parametreli Poisson sireci olsun. t; <t, < - ‘ler gelis
anlaridir. T; = t; — t;_, olmak lizere ve



Sn = ?:1 Ti

a) S, in olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
b) E(3S,, — 2 S,_;,) beklenen degerini bulunuz.
c) Var(3S, — 25,_1) veryansini bulunuz.

8. {X, t=>0} A parametreli Poisson sirreci olsun. t; < t, < --- ‘ler gelis anlaridir.
ty, ty, ..., t, gelis anlarinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu

fu(Xy, X3 Xy )= Ale™n . x < x, < < Xy
ispat. 1. Yol
n = 2 icin bu esitligi ispatlayalim. Bunun icin asagidaki cizelgeyi géz dniine alalim:
f(x, x, )= A2e 2 X, < Xp.
Yogunluk fonksiyonunun birbirine denk iki tanimi vardir.

02F,(x1,X7 )

8x16x2

1. f2(x1, x5 ) =

Py <ty <xithy, x,<t;<x,+hy)
2. falxpxy ) = ,llllrrt ol
- 112

ha-0

2. tanimi ve asagidaki gizelgeyi gdz online alalim.

ty t,

I * T I * T

0 X1 X1 + h1 X2 X2 + hz

P{(x; <t; <x;+hy,x, <t, <x,+hy)} =P(A4),
alalhim.
P(A) — e_)‘xle_)‘hl/lhle_)‘(xz_xl—hl) e—/lhz Ahze—lhz)
G, ) = }llim P(x; <ty <x;+hy, x,<t;<x,+h,)

1-0 hl hz

ha50

€_Axle_lhllhle_l(xz_xl_hl) e~ Ah2 Ahy

f2(x1, x; ) = lim

hi-0 hih;
h2-0
= A2e M2 | X, < Xp.

2. Yol. Donlstirme yontemine gore



Poisson surecinde t,, = T; + ---+ T, Uzere t,~Gam(A,n) ve T; =t; —

bagimsiz ve T;~exp(1).

fr,(vy) = le™i, ;>0
T, ve T, bagimsiz oldugundan

1, (V1 ,vp) = A2e7 A1t s >0, v, >0
142
ty=T,, t,=T4+T, alindiginda

X1 ="V, x2=v1+v2$v2=x2—x1

10v, 0v,}
_|0xy oxyl 1 0y _
J= v, 0v, _|—1 1|_1
dx; 0Jx;

ftltz(xl ) Xp) = ftltz(vl =X,V =Xy — x1)|]|
— Aze—/l(x1+x2—x1)

= A2e Mz,

Teorem. { X,,t>0} Poisson sireci ise bunun olasilik fonksiyonu

e_lt(lt)k

PX, = k) ==

, k=012, ..

Ispat. X, nin olasilik ¢cikaran fonksiyonunu,

n,(z) = E(z*) = ZI?:OZRP(XI“ =k), lz| <1

Xt XerhXi

0 t t+h

E(z**r ) = E(z*)E(z")
Teen(2) = m(2) my(2)
(2) denkleminin tek bir ¢c6zimunin olabilmesi icin 1,(z) = 1 olmalidir.

E(z%) = my(2) = z2°P(X, = 0) + z'P(X, = 1) + -

ti—q

(1)

(2)



= 1.
(2) denkleminin her iki tarafindan m,(z) yi ¢ikartip limite gecersek,

li Teon(2) — 7 (2) Y e (z) (myp(2) — 1)
im = lim
h—0 h h—0 h

(mn(2z) — 1)
h

,(z) = Yo z"P(X, = k) = z°P(X,, = 0) + z'P(X,, = 1) + -

' (2) = my(2) lim

(3)
PX,=0)=1—-1Ah + o(h), PX,=1)= Ah + o(h),, PX,=2)= o(h)
Degerlerini (3) de yerine yazarsak,
m,(z) =1 —Ah + zAh + o(h) elde edilir. Bu 7',(z) de yazlirsa
m'(2) = m(2)(—A+z 2)
' (z) m(2)(—A+2z2)

. (2) - . (2)

fot(ln m.(2)) dt = fot(— A+zA)dt
In 7,(2) = (= A+ z )t = mw,(2) = e A2t
(1) esitliginde P(X, = k) = a; olsun

1(2) = E(Z%) = B3 2P(X, = k) = eC A28 = f(2)

£®(0)
> agz® =f(2) ®aq = o

e_)‘t(lt)k

Buradan da a,=PX,=k) = "

elde edilir. Boylece teorem tamamlanir.



